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Programme

Résolution d'équations
Equations linéaires
Equations non linéaires

Résolution d'équations différentielles
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Exemples 2.
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Résolution d'équations linéaires
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Résolution d'équations linéaires : moindres carrés ﬁ,

)\Sl WY =

W (e -

v)
Cas p > n (sur-déterminé) :
I

— %W B, L
min ||Ax — b||? = Oux Ty - b
min [|Ax - b| _D:L)Eﬂ 0%y u)

ou( ||-|| st la_norme euclidienne dans R?. On peut montrer que la solution de ce
probléme est unique et telle que
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Résolution d'équations linéaires: cas sous-déterminé g

mwn L1 ] = Waclly

v:/l ~——
Cas n > p (sous-déterminé) :
min (| x||*
Lt A .
Il existe une unique solution qui est'x* =AT(AATY I — N ,Qr Mo /l“’
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Solveurs python Z

stsq(A,b,rcond)

de la librairie numpy.linalg, ou
> A : array (p, n) des coefficients
» .
b armay (p,)

» rcond : optionnel, valeur de conditionnement de la matrice A. Mettre
"rcond = None" pour éviter un warning.

La fonction renvoie :
x ; array a une dimension n contenant la solution
> residuals : scalaire, somme des résidus au carré (fonction cofit)

—_—

» rank : rang de la matrice A = ” Ant - QfH,L

» s : valeurs singuliéres de la matrice A ey
= (L 0y % L)
Y
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Equations non-linéaires 2

5})“()_ - L\ O

y )
%r(%)
Dans le cas non-linéaire, il est souvent/impossible de déterminer de facon
explicite une solution a |'équation
f(x)=0

ou x € R" et f : R"” = RP. On dispose néanmoins de méthodes numériques
permettant de réaliser cela.
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Algorithme
A partir de((ao, bo ) itérer w (\LUJ \\OJQ, - Drfa\,“ > TOL i
> o= 25| < ﬁllao»%“
— sif(ax)f(ck) <O, choisir axs1 = ak et b1 = ¢« 2%

® sinon, choisir ax11 = ck et bxi1 = bi

jembin ¢ oo bel ok ) %tao)%&o) <0
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Point fixe ( = ,\\'3 .

}ﬁkw\:o <=1 = 06(30) ;(} YR

Si la fonction g ﬂ%ff est contractante, cad s'il existe une constante
@ elle que

Vi) € R X R lg(a) — g0e)l| (x 1 — xl

on peut alors résoudre I'équation en itérant la relation

X1 = g(xx) W

Vhururry du. kvl o o Banady:
W obrx%W\’Wo«obwww JLLW(U MWOTW %b W %

\‘W&L - QOR) by oty ik W«Mw wh = %
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Méthode de Newton-Raphson .,
il
%x B™ R
T £)-
( "ax/('j
Si f est différentiable,

~— 1(
E) == 0+ 3N ol =T €Wy ng)

ol Jr(x*) est la matrice jacobienne de f au point x* z
oY ’b%\* SJUW) W oo) =y X =% -Jﬁ %)ﬁ )

La méthode de Newton-Raphson consiste a utiliser cette apprOX|mat|on et a
choisir [ Yo € R <

s 050 wak(m ujwmfyu o

M % JOMEC M%’Kﬁm {iLMQ/:AVrWWdU oy o OV C‘%W&oyw
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Descente de gradient

cawo\w (Jljblf;))jto (= H)MWZO

IR 1
On s'intéresse au probléme j _ “ % [’w) n
. 2
min [[F()N” € F(x)

(1)

N — awv
VETeae) R A 1A
RKL \&qux lo U Hn%w)nl

Si F est différentiable, on a
F(x) = F(xi) + VF() (x = ) + o(llx — xcll)

()
PR 2 FOY ¢ YEORIT (k) < F (Mh) < m%
L
Méthode de gradient a pas fixe SOV Z‘);\T()jl;;ﬁ (141{41 = ‘U% - &Y E(w?/)
| Xk4+1 = Xk ‘@F(Xk) | /(3)
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Solveurs python g

mw L rﬁabow

bisect(f,a,b,args)

de la librairie scipy.optimize, ol
> fuy : fonction R — R,
» a : scalaire de début d'intervalle
» b : scalaire de fin d'intervalle

» options : nombre maximal d'itérations, tolérance, . ..
~—
fsolve(f,x0,args)
de la librairie scipy.optimize, ol
s At et
> fwg,: fonction R" — R”", )
» x0 : condition initiale de taille n ) - A

» options : jacobien, nombre maximal d'itérations, tolérance, ...
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Programme

bougy w6 R %(V\ N

Résolution d'équations
Equations linéaires
Equations non linéaires

%(Jc)

xb) Jﬂ X =
Résolution d'équations différentielles —

14/24



Equations différentielles

Exemples

K
» concentrations des espéces chimiques dans une réaction A+ B = C

k/
dea - . ,
_— - [ ¢a = —kcacg + k' cc 1)
M Aﬁblcuj:\ és :—kCACB+leC \\o’d)w/ _/L
| e

=k CACB — kICC
./
o ronaty - Aol
» mécanique Newtonienne ou Lagrangienne ]I VWV D—

Mq:ZFk(taqu) \
f— k \

i ndre 2
dt*
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Réduction a I'ordre 1 Z

y de classe C” vérifie )MT(LO\MM’V /\MLD/O.UM)
690 = glevio 50,y e) Algndiu p

si et seulement si x = (y y," .,y(”_l)) de classe C* vérifie :
= CC;@ = Lawadiory %&mﬂgﬂﬂ) ( QlP\/TV)
x = f(t,x) , \\ 4! 1 —_—
ou f est définie par -

L gggr e \ 2k )
. s 1 8,77, — WAy y— )2
1 = % | % % 144 ) =09y
IR
(
A“,) L};&m.m_\m )
= toujours se mettre sous la forme‘k = f(t,x) \ crucial pour étude
mathématique et numérique !
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Principes des schémas de discrétisation 2

nwey b
| TN [ |
T LA

bo b

N
\V g . —S_‘L X
)50’\/‘(7\1)’) W x(t) = xo+/ f(s,x(s))ds = Ag + L S G %ju)%u\“& ”
to '0:0 \td\/

tro<ti<...<ty=1t

— —_—

x = f(t,x) , x(to) = xo

Idée : approximer l'intégrale sur des intervalles [t;, tj+1] suffisamment petits.

x/ . approximation de x(t;) Aty = tj1 — t
N

On implémente . . .
| £ =X + Ay oy, Ay)

tel que 47 +
' (8, X, Aty z.ﬂ; j J t %[S)MM\\AA
Atd‘ td
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Euler explicite 2.
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Euler implicite Z
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Explicite vs implicite

oclb\:lb"w <— Xx=-x x(0)=1 A A >0
E\A,DU\/W‘W&JU}\;; v = + A (D))
0 g (
=1 —Aﬁb)xd‘,

~_—~

¥ — O ool g [A-ABE] < A
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jf fjjqi' b T+4 = 'Jc +Ab( ,\Och_)

dm»c MMMWWM =y

+ i = U
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= Explicite ou @pour o= X vec ,u g 1 ?



Schéma d'ordre supérieur .

Schéma convergent a I'ordre p si 3¢, > 0 (indépendent de At) tel que

max I~ x(5)] < ¢

—
Détermination numérique de I'ordre :

e b g

Détermination azlythué de I ordre

x(tj+1) —X(tl)+ Ah& ')Ol/bd\ \- r) \-} o A.t j\//R W /\Y/
* K

%md)%lba) gbm,%m )2 4ty ul Wm&

_—
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Exemples de schémas £z

» méthode de Heun (ordre 2) :

= 4 Bl (f(fjvxj) + f(fj+1,m)) ,

2

ou sa version implicite méthode des trapézes (ou Crank—Nicolson) :

= 1 B (r(y, X+ (61, 0) | \

» schéma de Runge—Kutta d’ordre 4 (RK4) largement utilisée:
F = f(tj,Xj)
Fo=f <tj+ %,x’# At’Fl)
Fs=1f <tj—|— %,XJ-F %Fz)

Fs = f(t; + Atj, X + At F3),

Xt = ><j+Ath1 @Fzg3 £ avec

\\E adaptation du pas Akd
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Solveur python g

G'M'\; -
”:odeint (;1-;, ,g\,args)
de la librairie scipy.integrate, ol
> fun : fonction prenant en entrée (y, t) et renvoyant un array f(y, t),
» yO0 : la condition initiale
» t : suite des temps auxquels on souhaite résoudre y

> options : jacobien de la fonction, tolérance, points critiques, pas de
temps min ou max, ...

La fonction renvoie :

» y : array a deux dimensions de taille (lﬂ), /erw)

=
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Solveur python

solve_ivp(fun,t_span,x0,method,t_eval)

de la librairie scipy.integrate, ol

vvyyvyy

J:»

»

fun : fonction prenant en entrée (t, x) et renvoyant un array f(t,x),

t_span : intervalle d'intégration [to, tr]

—_—

x0; la condition initiale

method : méthode d'intégration : par défaut, en mettant [ ] ou en
nommant les entrées suivantes, c'est “RK45", le Runge—Kutta explicite
d’ordre 5 (avec contrdle du pas a I'ordre 4). Lorsque cela échoue ou

demande trop d'itérations, le systéme est peut-étre raide : utiliser alors les
méthodes implicites “Radau” ou “BDF".

t_eval : array donnant les temps auxquels vous voulez qu'il vous renvoie
la solution (doit &tre dans I'intervalle t_span)

options :

La fonction renvoie un objet sol de type bunch :

;
k

sol.t : array a une dimension contenant les temps

sol.y : array a deux dimensions (dim_x,dim_t), de facon a ce que
sol.y[k] donne I'array du k-iéme état au cours du temps.
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