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Programme

Résolution d'équations
Equations linéaires
Equations non linéaires

Résolution d'équations différentielles
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Exemples .

> Régression linéaire Lau
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» Recherche de points d'équilibre
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Résolution d'équations linéaires

mel Lyzd, % b INVCOTVIALA
O\'GL'—’La / \
~ ~
Xy = A il.’,lxl“‘--‘-"’inxn:bl)l()i
M ' =Y =1
li,d - \6% {a X+- —+ ap.nX b ]La
‘f’/ll \E‘)n: P T\/

que 'on écrit sous forme matricielle

Ax =

: NT,WLnT) 7 (m ¢ IRTY
/VW/N
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Résolution d’équations linéaires : moindres carrés yo g
<,

’]\; ™AW Wﬁu P R

Cas p > n (sur-déterminé) : %( { MWU\'\) 'Q/VNJCUJ\U
/N Nv
min [|Ax — b]]* = L(L G g - JLJ‘) -

L =
01!' Il fSt la norme euclidienne dans R”. On peut montrer que la solution de ce
probleme eSt‘l_Jﬂi_qu et telle que

Vf(x*):O:/@ pATb e X = (ATA) ATD
;‘m: Ma- IS 2 (A - (A B)
- XNAL =L oA 1 VT
A dw hon o (o ’W) = A& ey
[ o &MW \h \ J )
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Résolution d'équations linéaires: cas sous-déterminé g

AaV)
o Nwlly = Tyl
44

Cas n > p (sous-déterminé) :

&fd |

Il existe une unique solution qui est x* = AT(AAT)_lb.,
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Solveurs python Z

1sts A/,_b/,rc@[o]
de la librairie numpy.linalg, ou

> A :array (p, n) des coefficients “

> b array (p,)
» rcond : optionnel, valeur de conditionnement de la matrice A. Mettre
. K_-
"rcond = None" pour éviter un warning.

La fonction renvoie :

k
> x :array a une dimension n contenant la solution — W
> residuals : scalaire, somme des résidus au carré (fonction colit) — (u'k)
N

» rank : rang de la matrice A

Lo agb;) "
» s : valeurs singuliéres de la matrice A ( a’ud' (hd‘ u)
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Equations non-linéaires £

1 )
L'W) \r\ ('-XJ) _ 0 %\P\ —l'P\ "
» A
!‘ 501[ )) (2g22)— [ ¥ % -3
WO Wy
J‘,r (w) MW Wy
Dans le cas non-linéaite, il est souvent impossible de déterminer de facon
explicite une solution a |'équation

f(x)=0

o@t f :R" — R”. On dispose néanmoins de méthodes numériques

permettant de réaliser cela.
x = wvool ﬁrcﬂlﬁ =0

& - W W=
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Dichotomie ﬁ*

%LMXN\’\MU W ’00\ XW\%LDIO)SO*\

Casn:p 0«?& L\K?j:\/lﬂra
/Oooc\mm uOYuw Y(Cok, MD(,L +

Algaitim R
A partir de [;aubo, itérer

b
| 4 Cx = L(;k

> si f(ax)f(ck) <0, choisir aks1 = ak et bt = ck

» sinon, choisir ak+1 = ck et bx+1 = bk

N )

o o ;%m?ﬁm g oy Q’mhmmdmmmmt
Ow\\ww_- *\\ —\\m whll < f’z (Tao | bo])
quvw bmb(luw Anmmxmﬁ

A
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(b

oint fixe
/

%(W\:O(:j N, = ('IU)

'W;?J' <=\ %‘%W\‘-'x/

Si la fonction g = Id — f est contractante, cad s'il existe une constante
k € [0, 1] telle que

Vi, x) ER" X B [lg(xa) — g0a)ll < & [a — x|
P

pu—

on peut alors résoudre I'équation en itérant la relation

| 51 = )
TWMW\LW At Pomady

M ;76 o corlnaciony , 4! 2 X X %(w)
¥ Ja e xww“_— (o) W
% ¢ Ih" I T

X1 = 80%) = xk — ()

d
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Méthode de Newton-Raphson .

Ca@ ﬂ . W\(N 4R

Si f est différentiable, T&}g/(}’\l a} ﬂ/lm&}w A_ = ( “'>
* 9 :
Fe)=0= fg) +Jf(x';gx—x*> + ofllx = xI) L

o A (w) + 34 w) (W, - W)

ol Jr(x*) est la matrice jacoljjienne de f u point x*.

'[ W= x - Sk (w) ‘b&r(m)

La méthode de Newton-Raphson consiste a utiliser cette approximation et a

choisir .
. o nouwdval que ol
Xer1 = Xk — Jr (i) F(xk) )
e s b
o Modkat -t 1M e w1 (M o =t 1 e mm

- — w' A .

/(IV\/VUU'VCXJWUJ WMQ/M&AM\MU
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Descente de gradient 2,

tm 0 <= n ) |l- =
8:@% probléme ¢= W“’ % Il
min IF()II* = F(x) (1)
™~ F(w) - 1%@\\1 FoRY— A
Si F est différentiable, on a %
F(x) = F(a) + VF(x) " (x = x) + o([lx — xcll) (2)

v Tl +W) ~F (whig)

Méthode de gradient a pas fixe W* L= M’" - LVF M’“)
\ st = Xk — IVF Sb IV F k) I 3) SO

7/
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Solveurs python ﬁ
M%ab@'w)

/‘ -
bisect(f,a,b,ar/ggw — O\Mt}vojﬂonw,u

de la librairie scipy.optimize, ol
> fwy : fonction R — R,

> a : scalaire de début d'intervalle
» b : scalaire de fin d'intervalle

> OI[: ions :_ nombre maximal d’itérations, tolérance, ...

~ el
£solve (£ ,xO,a;g\s)QAVN — U%NW%W J

de la librairie scipy.optimize, ol

» fwm : fonction R" — R", (%M’S‘ '\)M ‘V)

» x0 : condition initiale de taille n\

> options : jacobien, nombre maximal d'itérations, tolérance, ...

g g g 4
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Programme

Résolution d'équations %(,w\ )
Equations linéaires N "
el

Equations non linéaires

4

Résolution d'équations différentielless YW —= (k,) w)

b wCt)elp™
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Equations différentielles g

Exemples

e

» concentrations des espéces chimiques dans une réaction A+ B S C

®
&CA = ¢éa=—kcacs + Kk'cc
e — 3E00 Mot L

¢ = —kcacs + kICc

éc = kecacg — K'ec

» mécanique Newtonienne ou Lagrangienne WVH]
)
—— >
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Réduction a l'ordre 1 T

Aeen*

y de classe CP vérifie Aﬂmaﬁm N(/O,Q/twu)

| @sGrosia ) mduy,
si et seulement SI\X = L()j cLyPTY) |de classe C! veérifie l

S “x:f(t,x), v tecdowddy (dam \P\'V)
ou f est définie par d‘O’\A’U L

. x
. XL 68 ft, X1, X0, .0, %p) = 'xi

v = :\Ll = A%: /
" 1,66@ \;jrb) WA, —, W

—> toujours se mettre sous la forme x = f(t,x) : crucial pour étude /]N
mathématique et numérique !
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Principes des schémas de discrétisation =

| S TR |

go;éﬁzl)_ o )\‘ ' ')(/J

1

x = f(t7 X) ) X(to) = Xo

L

3-4 .

R 1

t 6*’

x(t) = X0+/t f(s,x(s))ds = Ao + L jb' %[A )%[A))AA
0 q:o

t<ti<..<ty=t

Idée : approximer l'intégrale sur des intervalles [t;, tj;+1] suffisamment petits.

ij : approximation d At;=tj1 — ¢

On implémente ' 4 4
X =+ A o4, X, At)
S D N il

tel que b L
) ot Ap) ~ = S d+

Jku,mmaé
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Euler explicite ﬁ,

wdn_-_ Yyt Md %(hd)m@ N = k(b,x}
Yo = Xo 30(0\3 Xo
Ta%o'v MA}\L L

“‘“M - xwdy Y, Wy ¢ o(Atd’)
= aly) ¢ B %Uod,:cttd)} +o(Aty)
Qe e \lxd—xwd‘)lf S M oue A :m\aApAb{
0 =) A[)r\i/mw d'o’\A)‘LL 1 d

i LI
timies " pyybias wauhs | (el do brnga + )
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Euler implicite 2,

Tyt = 1+ Mty gﬁwd” .m&> v - rftb.ao)

%, = %o %(O) - %0
o dhndw o Hinouwdhy v =T (wdﬂ) )
o Furox ™ mdfMX tbAM @)

[ﬂ )x (%) H %\b,'@ K- Lurm)rwﬁz{ku/mw hm(v\«mk T

J¥ 30 ¥l )e ™
\J Yelh n%(x.m %mm Klu |

L F - I Mm (o by b ]
- M?f“\&i{“* i WY < at Klla-E
= trlvadore <A ’o«wwyﬁ%’%w




kit R
T’du = F(Ldﬂ)

1,57“_ =Ty MH(Xd)%) EMWW



Explicite vs implicite
) - W(Am — k==X x(0)=1 oW A>no

| S

B w«%eﬁ)@ Tyrt _SC(Y Ao A,

! = (A- A’Ul\é(
MM) kl<1\ ok Wy — o
qﬁm

E\)\RU\A A/W\"\&Ajuxy %644 - Ccd - At)qurj_
‘ dme (A+AAL) Ig+1 ’%B/
/\XM Nwmy\dubmnﬂb «+1 = TIAnE ( d—HGo

- s S -1 0
— Explicite ou implicite pour [x = o Cp x|avec u >>17
_—

0
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Schéma d’ordre supérieur 2

Schéma convergent a I'ordre p si 3¢, > 0 (indépendent de At) tel que

max (X = x(8)] < (A4

Determu::tlon numenque de I'ordre O\QMM A»{/ A{)}
s ( (m &Y %W@Jﬁ% () J‘ i 7

DéterminationVanalytique de I ordre

*(t1) = t,)+1.\b&:ok¥\f/\b % ) eol Atﬁ
\\

beoalty ) ¢ O by wley Y) % (b
% x\b*}” b%d%“ m)bdu Jﬁ“ﬁ}mtt
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Exemples de schémas £z

» méthode de Heun (ordre 2) : ‘,JU\M

Xj+1 :Xj+ %(f(tj,xj)—l—f(tjﬂ,x’—kAtjf(tj,xJ) ) s

ou sa version implicite méthode des trapézes (ou Crank—Nicolson) :

= B (f(ty,0) 4 £ (512,50 ]

» schéma de Runge—Kutta d’ordre 4 (RK4) largement utilisée:

Fi=f(t;, %) |l
At At
Fa=fti+=%x + ’F)l
j+1 j Fi1+2F +2F3+ Fy 2 <J 2 !
x :x’—|—g,-, 5 avec A A
= B=f(y+58 x4+ 28
2 2
Fs = f(t; + Atj, X + At F3), \

» adaptation du pas &—
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Solveur python g

—th-WV

—p odeint (fun,x0,t,args)

de la librairie scipy.integrate, ol
> fun : fonction prenant en entrée (y, t) et renvoyant un array f(y,t),
» yO0 : la condition initiale H =

» t : suite des temps auxquels on souhaite résoudre y

> options : jacobien de la fonction, tolérance, points critiques, pas de
temps min ou max, ...

La fonction renvoie :

]l » y : array a deux dimensions de taille (len(t), len(yo))
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Solveur python

solve_ivp(fun,t_span,x0,method,t_eval)
de la librairie scipy.integrate, ol

> fun : fonction prenant en entrée (t, x) et renvoyant un array f(t,x),
” > t_span : intervalle d'intégration [to, tf]

» x0 : la condition initiale

» method : méthode d'intégration : par défaut, en mettant [ ] ou en
nommant les entrées suivantes, c'est “RK45", le Runge—Kutta explicite
d’ordre 5 (avec contrdle du pas a I'ordre 4). Lorsque cela échoue ou
demande trop d'itérations, le systéme est peut-étre raide : utiliser alors les
méthodes implicites “Radau” ou “BDF".

‘ » t_eval : array donnant les temps auxquels vous voulez qu'il vous renvoie
la solution (doit &tre dans I'intervalle t_span)

P> options :

La fonction renvoie un objet sol de type bunch :
U » sol.t : array a une dimension contenant les temps

» sol.y : array a deux dimensions (dim_x,dim_t), de facon a ce que
u sol.y[k] donne I'array du k-iéme état au cours du temps.
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